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Постановка задачi

В областi
Q = (0,T )× Ω,Ω = ΩR ≡ {x ∈ Rn : 1 < |x | < R}, n ≥ 1,
0 < T < ∞,R < ∞, розглядається наступна задача:

∂

∂t
(|u|q−1 u)−

n∑
i=1

Dxiai(t, x , u,Dxu) = 0, 0 < q < p; (1)

u|Γ(1) = f̃ (t, x), u|Γ(R) = 0; (2)

u(0, x) = u0 ∈ Lq+1(Ω); (3)

suppu0 ∈ {x ∈ Rn : |x | < d}, 1 < d < R . (4)

Γ(s) ≡ (0,T )× ∂B(s),B(s) = {x ∈ Rn : |x | < s}.
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Постановка задачi

Функцiї ai задовiльняють наступним умовам:

n∑
i=1

ai(t, x , s, ξ)ξi ≥ d0 |ξ|p+1 ∀(t, x , s, ξ) ∈ Q ×R1 ×Rn, d0 > 0;

(5)

|ai(t, x , s, ξ)| ≤ d1 |ξ|p ∀(t, x , s, ξ) ∈ Q×R1×Rn, d1 < ∞, i = 1, n.
(6)
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Постановка задачi

Простим прикладом для бiльш наглядного та зрозумiлого аналога
поставленої задачi (1)-(3) може виступати наступна модель:

ut = (um)xx ∀(t, x) ∈ (0,T )× (0,∞), m > 1, T < ∞; (7)

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0,∞), (8)

u(t, 0) = f (t) ∀t ∈ [0,T ), (9)

f (t) → ∞ при t → T , (10)

де u0 та f є заданими невiд’ємними неперервними функцiями, що
задовiльняють наступнiй умовi: u0(0) = f (0).
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Означення (енергетичного узагальненого розв’язку)

Функцiя u(t, x) є енергетичним узагальненим розв’язком задачi
(1)-(3), якщо для будь-якого T0 < T виконується наступна
iнтегральна тотожнiсть:∫ T0

0
⟨(|u|q−1u)′t , η⟩dt +

∫ T0

0

∫
Ω

n∑
i=1

ai(t, x , u,Dxu)ηxidxdt = 0,

де η(t, x) - довiльна функцiя iз Lp+1(0,T0;W
1
p+1(Ω, δΩ)),

ai(t, x , u(t, x),Dxu(t, x)) ∈ L p+1
p
((0,T0)× Ω), i = 1, ..., n,

та виконуються наступнi умови, що забезпечують збiжнiсть
iнтегралiв:

i) u − f ∈ Lp+1(0,T0;W
1
p+1(Ω, δΩ)) ∩ L∞(0);T0; Lq+1(Ω));

ii) (|u|q−1)′t ∈ L p+1
p
(0,T0; (W

1
p+1(Ω, δΩ))∗)
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Означення (енергетичного узагальненого розв’язку)

i виконана початкова умова (3) у сенсi

T0∫
0

⟨(|u|q−1u)′t , ξ⟩dt +
T0∫
0

∫
Ω

(|u|q−1u − |u0|q−1u0)ξ
′
tdxdt = 0

для довiльної пробної функцiї
ξ(t, x) ∈ Lp+1(0,T0;W

1
p+1(Ω, δΩ)) ∩W 1

1 (0,T0; L∞(Ω)), яка
обертається в нуль в околi t = T0;
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Означення (властивостi локалiзацiї)

Задача (1)-(3) має властивiсть локалiзацiї, якщо будь-який її
енергетичний розв’язок u(t, x) має наступну властивiсть:

ζ(t) ≡ inf{r : supp u(t, ·) ⊂ B(r)} < R ∀t < T .
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Допомiжнi леми та теореми

Лема

Для майже всiх a, b, 0 ≤ a < b < T має мiсце наступна глобальна
апрiорна оцiнка довiльного енергетичного розв’язку u(t, x) задачi
(1) - (3):∫
Ω

|u(b, x)|q+1dx +

∫ b

a

∫
Ω

|Dxu|p+1 dxdt

⩽ c1

∫
Ω

|u(a, x)|q+1dx + c2

(
1 + ζ1(b)

q(p+1)
p−q+1

)
F1(a, b)

(11)
ζ1(s) = sup0≤τ<s ζ(τ), ζ(τ) < R ∀t < T ;
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Допомiжнi леми та теореми

Лема

F1(a, b) ≡
∫
Ω

|f (b, x)|q+1dx +

∫ b

a

∫
Ω

|Dx f |p+1 dxdt+

+

(∫ b

a

∥f ′t ∥Lq+1(Ω) dt

)q+1

+

∫ b

a

∥f ′t ∥
p1
Lp1 (Ω) dt;

F1(0, b) ≡ F (b); p1 =
p+1

p−q+1 .
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Допомiжнi леми та теореми

Теорема

Нехай деяке сiмейство неперервно диференцiйованих невiд’ємних
незростаючих на iнтервалi [0,∞) функцiй {Ui(s)}, i = 1, j ,
j ≤ ∞, задовiльняє наступнiй системi диференцiйних нерiвностей:

Ui(s) ≤ λUi−1(s)+k (−U ′
i (s))

1+γ ∀s ∈ (0,∞), 0 < λ < 1, U0(s) ≡ 0,
(12)

Ui(0) ≤ Ki < ∞ ∀i ≤ j , k = const < ∞, γ = const > 0,
(13)

де {Ki} - неспадна послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для
вказаних функцiй Ui(s) є справедливими наступнi апрiорнi оцiнки:
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Допомiжнi леми та теореми

Теорема

Ui(s) ≤ Mi(s) ≡ a1k
− 1

γ [a2(kK
γ
i )

1
1+γ − s]

1+γ
γ

+ ∀i ≤ j , ∀s > 0, (14)

де a1 = (1 − λ)
1
γ

(
γ

1+γ

) 1+γ
γ

, a2 = (1 + γ)γ−1(1 − λ)−
1

1+γ ,

f (s)+ ≡ max(0, f (s)).
Зокрема справедливi наступнi оцiнки для носiїв усiх функцiй
Ui(s) :

Ui ∈ [0, bi ], bi = a2(kK
γ
i )

1
1+γ . (15)
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∂
∂t (|u|

q−1 u)−
∑n

i=1 Dxiai(t, x , u,Dxu) = 0, 0 < q < p.

Основний результат моєї роботи полягає у наступнiй теоремi.

Теорема (Достатня умова локалiзацiї розв’язку)

Нехай 0 < q < p та виконанi структурнi умови∑n
i=1 ai(t, x , s, ξ)ξi ⩾ d0|ξ|p+1 ∀(t, x , s, ξ) ∈ Q̄×R1×Rn, d0 > 0;

|ai(t, x , s, ξ)| ⩽ d1|ξ|p ∀(t, x , s, ξ) ∈ Q̄ × R1 × Rn, d1 < ∞, i = 1, n
та умова на початкову функцiю u0:

supp u0 ∈ {x ∈ Rn : |x | < d}, 1 < d < R .
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∂
∂t (|u|

q−1 u)−
∑n

i=1 Dxiai(t, x , u,Dxu) = 0, 0 < q < p.

Теорема (Достатня умова локалiзацiї розв’язку)
Нехай граничний режим такий, що

F (t) ⩽ ω(T − t)−α1 ∀t < T , α1 =
q + 1
p − q

, ω = const < ∞.

(16)
Тодi iснують такi постiйнi R0 = R0(d , d0, d1, q, p, ∥u0∥Lq+1(Ω)) < ∞
та
K = K (R) > 0, що задача (1) - (4) має властивiсть локалiзацiї, як
тiльки R > R0, ω < K .
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Доведення основної теореми

Доведення основної теореми проводиться на основi вивчення
властивостей функцiй, що задовiльняють нескiнченнiй
диференцiальнiй системi

Ej(s) ⩽ r1hj−1(s) + r2∆
ν
j (−

dEj(s)

ds
)1+µ ∀s > 1, j ∈ N, (17)

hj(s) ⩽ (1 + δj)hj−1(s) + r3δ
− (p+1)ν

q+1
j ∆ν

j (−
dEj(s)

ds
)1+µ (18)

∀s > 1, j ∈ N, ∀δj > 0,

де константи r1, r2, r3 < ∞ залежать лише вiд вiдомих параметрiв,

ν =
(1 − θ)(q + 1)

q(p + 1) + θ(p − q)
< 1, µ =

(1 − θ)(p − q)

q(p + 1) + θ(p − q)
,

θ =
n(p − q) + q + 1

n(p − q) + (q + 1)(p + 1)
.
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Доведення основної теореми

Спочатку деталiзуємо вибiр послiдовностi {tj}. Зафiксуємо два
числа

0 < ξ1 < ξ2 < 1

i вибiр точок послiдовностi {tj} зумовимо лише одним
обмеженням:

ξ1 <
∆i + 1
∆i

< ξ2 ∀i ∈ N. (19)

При цьому будуть виконуватися наступнi спiввiдношення:

ξ1

1 − ξ1
∆j ⩽ T − tj ≡

∞∑
i=j+1

∆i ⩽
ξ2

1 − ξ2
∆j ∀j ∈ N. (20)
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Доведення основної теореми

Тепер введемо нормованi функцiї:

Aj(s) = ∆
q+1
p−q

j Ej(s), Hj(s) ≡ ∆
q+1
p−q

j hj(s), j = 1, 2, ....

При цьому спiввiдношення (17), (18) еквiвалентнi
спiввiдношенням:

Aj(s) ⩽ r4Hj−1(s) + r2(−A′
j(s))

1+µ ∀s > 1, r4 = r1ξ
q+1
p−q

2 , (21)

Hj(s) ⩽ (1 + δj)ξ
q+1
p−q

2 Hj−1(s) + r ′3δ
− (p+1)ν

q+1
j (−A′

j(s))
1+µ ∀s > 1, j ∈ N,

(22)
де H0(s) ≡ T

q+1
p−q h0(s).

Зафiксуємо деяке λ, 1 > λ > ξ
q+1
p−q

2 , та оберемо параметр δj так,

що (1 + δj)ξ
q+1
p−q

2 = λ =⇒ δj = δ0 ≡ λξ
− q+1

p−q

2 − 1.
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Доведення основної теореми

Cпiввiдношення (22) набуде вигляду:

Hj(s) ⩽ λHj−1(s) + r3(−A′
j(s))

1+µ, r3 = r ′3(δ0)δ
− (p+1)v

q+1
0 . (23)

Тепер почнемо iтерувати спiввiдношення (21), оцiнюючи при
цьому усi Hi(s) за допомогою спiввiдношення (23).
Отримаємо:
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Доведення основної теореми

Aj(s) ⩽r4Hj−1(s) + r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽r4λHj−2(s) + r4r3
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+ r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽r4λ
2Hj−3(s) + r4r3λ

(
−A′

j−2(s)
)1+µ

+ r4r3
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+ r2
(
−A′

j(s)
)1+µ

⩽ · · · ⩽ r4λ
j−1H0(s) + r4r3

[
λj−2 (−A′

1(s))
1+µ

+ λj−3 (−A′
2(s))

1+µ

+ · · ·+ λ2 (−A′
j−3(s)

)1+µ
+ λ

(
−A′

j−2(s)
)1+µ

+
(
−A′

j−1(s)
)1+µ

+
r2
r3r4

(
−A′

j(s)
)1+µ

]
⩽r4λ

j−1H0(s) + r5

j∑
i=1

(
−λ

j−i
1+µA′

j(s)
)1+µ

,

(24)
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Доведення основної теореми

де r5 =
r3r4
λ

max
(
1, λr2

r3r4

)
.

З нерiвностi (24) отримуємо:

Aj(s) ⩽ r4λ
j−1T

q+1
p−q h0(s) + r5[

j∑
i=1

(−λ
j−1
1+µA′

i(s))]
1+µ (25)

Розглянемо сiмейство невiд’ємних функцiй:

Uj(s) ≡
j∑

i=1

λ
j−i
1+µAi(s), j = 1, 2, . . . .

Очевидною є наступна рiвнiсть:
Uj(s)− λ

1
1+µUj−1(s) = Aj(s), U0(s) = 0, тому спiввiдношення

(25) може бути переписано у виглядi:

Uj(s) ⩽ λ
1

1+µUj−1(s) + r4λ
j−1T

q+1
p−q h0(s) + r5(−U ′

j (sj))
1+µ ∀j ∈ N.

(26)

Uj(1) =
j∑

i=1

λ
j−i
1+µAi(1) =

j∑
i=1

λ
j−i
1+µ∆

q+1
p−q

i Ei(1) ∀j ∈ N.
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Доведення основної теореми

Uj(1) =
j∑

i=1

λ
j−i
1+µAi(1) =

j∑
i=1

λ
j−i
1+µ∆

q+1
p−q

i Ei(1) ∀j ∈ N.

Для оцiнки зверху Ej(1) скористаємося нерiвнiстю з леми (1). В
силу (20) отримуємо:

F1 (1, tj) ≡ F (tj) ⩽ ω (T − tj)
−α1 ⩽ ω

(
1 − ξ1

ξ1

)α1

∆
− q+1

p−q

j ,

Зi спiввiдношення (11) при a = 0, b = tj маємо:

Ej(1) ⩽ c1h0(1)+c3ω
(
1 + ζ1 (tj)

q(p+1)
p−q+1

)
∆

− q+1
p−q

j , c3 = c2

(
1 − ξ1

ξ1

) q+1
p−q
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Доведення основної теореми

Uj(1) ⩽ c1gjT
q+1
p−q h0(1) + c3ω

(
1 − λ

1
1+µ

)−1 (
1 + ζ1 (tj)

q(p+1)
p−q+1

)
,

де

gj ≡
j∑

i=1

λ
j−i
1+µ2−

i(q+1)
p−q ⩽ λ

j
1+µ

(
λ

1
1+µ2

q+1
p−q − 1

)−1
якщо λ

1
1+µ2

q+1
p−q > 1,

gj ⩽ j2−
j(q+1)
p−q , якщо λ

1
1+µ

2
q+1
p−q

= 1,

gj ⩽ 2−
j(q+1)
p−q

(
1 − λ

1
1+µ2

q+1
p−q

)
, якщо λ

1
1+µ2

1+q
p−q < 1.
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Доведення основної теореми

Так як gj ⩽ g0 = const < ∞, де g0 не залежить вiд j ∈ N, то
оцiнку для Uj(1) можна записати у виглядi:

Uj(1) ⩽ (c4 + c5ω) + c5ωζ1 (tj)
q(p+1)
p−q+1 ∀j ∈ N, (27)

де

c4 = c1g0T
q+1
p−q h0(1), c5 = c3

(
1 − λ

1
1+µ

)−1
.

Остаточно маємо такi двi нерiвностi:

Uj(s) ⩽ λ1Uj−1(s) + r5
(
−U ′

j (s)
)1+µ ∀s > d , ∀j ∈ N,

Uj(d) ⩽ (c4 + c5ω) + c5ωζ1 (tj)
q(p+1)
p−q+1 ∀j ∈ N, λ1 = λ

1
1+µ .
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Доведення основної теореми

З цiєї системи в силу теореми (1) випливає наступна рiвномiрна
оцiнка носiїв функцiй Uj(s) :

ζ (tj) ⩽ d + c6 (c4 + c5ω)
µ

1+µ + c6c
µ

1+µ

5 ω
µ

1+µ ζ1 (tj)
κ ∀j ∈ N, (28)

де

κ =
q(p + 1)(p − q)

(p − q + 1)[n(p − q) + (q + 1)(p + 1)]
< 1 ∀n ⩾ 1, p > q.
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Для доведення основної теореми (3) достатньо встановити оцiнку
зверху для функцiї ζ(t) на множинi

S = {t ∈ (0,T ) : ζ(t) = ζ1(t)} . (29)

З огляду на спiввiдношення (28) i визначення (29) маємо:

ζ(t) ⩽ d + c6 (c4 + c5ω)
µ

1+µ + c6c
µ

1+µ

5 ζ(t)κω
µ

µ+1 ⩽

⩽ d + c6 (c4 + c5ω)
µ

1+µ + εζ(t) + c7(ε)
(
c6c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ

ω
µ

(1+µ)(1−κ) ⩽

⩽ (1 − ε)−1

[
d + c6 (c4 + c5ω)

µ
1+µ + c7(ε)

(
c6c

µ
1+µ

5

) 1
1−κ

ω
µ

(1+µ)(1−κ)

]
≡

≡ D(ε, ω)

D(ε, 0) = (1 − ε)−1
(
d + c6c

µ
1+µ

4

)
=

D0

1 − ε
< R ∀ε > 0.
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